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1. Introducción y objetivos

El Álgebra estudia estructuras, relaciones y cantidades y es

una rama principal de las Matemáticas. La Geometŕıa estudia
abstracciones del espacio como son: puntos, rectas, planos, cur-

vas, superficies, etc.
Los temas de este bloque, presentados de forma esquemática

y sintética, son muy relevantes en el estudio de cualquier ma-
teria de primer curso de Escuelas de Ingenieŕıa y Facultades de

Ciencias. Dicho bloque pretende recopilar de forma resumida

los principales conceptos y técnicas fundamentales del Álgebra
Lineal Básica con el fin de proporcionar un material de apoyo

para afrontar cualquier otro estudio superior de Álgebra. Los
temas relativos a Geometŕıa son muy puntuales y se pueden

complementar con otros bloques.
Al final del bloque se presentan varios medios bibliográficos,

considerados de fácil manejo para profundizar o ampliar los con-
ceptos presentados y otros no señalados por problemas de espa-

cio.
1.1. Objetivos

En este bloque de contenidos se pretende por un lado y de
forma espećıfica:

promover la formación básica en álgebra lineal,

reconocer y fijar los objetos algebraicos fundamentales,

proporcionar algoritmos y métodos de resolución básicos,

recordar ciertos conceptos geométricos,

y, por otro lado, de forma más general:
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familiarizar al estudiante con el lenguaje matemático y el
aparato lógico-formal-deductivo,

utilizar el formalismo matemático,

adquirir fundamentos para enfrentarse al estudio de cualquier
asignatura de matemáticas.
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2. Prueba de autodiagnóstico

Haga el test siguiente de Verdadero o Falso para saber el nivel

de conocimientos que tiene en este bloque.

5



Elvira Hernández Garćıa Curso 0 Matemáticas

(
2 1 5
3 2 4

) 1 6 7
2 2 4
3 5 1

 =(
19 24 23
19 31 29

) Verdadero Falso

Sean A y B matrices cuadradas del mismo
orden, entonces: (A+B)2 = A2+B2+2AB

Verdadero Falso

Siempre existe el determinante de una ma-
triz

Verdadero Falso

x2 + 4x+ 4

x2 − 4
= x− 2

Verdadero Falso

El rango de la matriz


2 1 0
2 3 2
1 1 2
8 8 4

 es 3 Verdadero Falso

El sistema x+ y − z = 1; x+ 2y − z = 0;
x−y−z = 1 es compatible indeterminado

Verdadero Falso

La ecuación x2 + y2 + 2x = 4 define una
circunferencia

Verdadero Falso

El vector (−1,−2,−1) es perpendicular al
plano definido por x+ 2y + z = 1

Verdadero Falso

4x+ 4

4x2 − 36
+

2

2x− 6
=

2x+ 4

(x− 3)(x+ 3)
.

Verdadero Falso

x2 − y2 = 0 define una hipérbola y y2 = x
una parábola

Verdadero Falso

Si ha tenido muchas dificultades y el número de respuestas
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correctas no le parece aceptable, debe hacer de forma ordenada
todas las fichas que encontrará a continuación. Si sólo ha tenido

dificultades en algunos casos, localice las fichas correspondientes
y repáselas. Si ha respondido todo correctamente puede pasar a
otro bloque.
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3. Contenidos

3.1. Ficha 1: Matrices

Definición Una matriz es un objeto de la forma

A =





a11 . . . a1n
...

...
...

am1 . . . amn





donde m, n ∈ N y aij son sus elementos. El orden (o di-

mensión) de la matriz A es m×n. La columna j−ésima de
A es (a1j, . . . , amj), y la fila i−ésima de A es (ai1, . . . , ain).
De forma abreviada se denota A = (aij). Si aij ∈ R para

todo i, j, la matriz A se llama matriz real. .

Mm×n denota el conjunto de matrices reales de orden m × n.

Tipos Si A ∈ Mn×n, A es cuadrada. En este caso la diagonal prin-
cipal de A es (a11, . . . , ann).

Si debajo (resp. encima) de la diagonal principal los ele-
mentos son todos nulos, la matriz cuadrada A es triangular

superior (resp. inferior).
Si aij = aji para todo i 6= j, la matriz cuadrada A es

simétrica.
Si A ∈ Mm×n A es escalonada por filas (resp. columnas) si
en cada fila (resp. columna) el primer elemento no nulo es

1 y todos los elementos que hay por debajo del 1 son ceros.

Si los elementos de la diagonal principal son unos y el resto
son ceros, la matriz A es la matriz identidad (A = In).

Transforma. elem. Toda matriz se puede expresar como una matriz escalona-

da por filas (resp. por columnas) mediante las siguientes
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transformaciones elementales:
permutar dos filas (resp. columnas),

sumar a una fila (resp. columna) un múltiplo de otra,
multiplicar una fila (resp. columna) por un real no nulo.
Estas transformaciones permiten de forma más sencilla: re-

solver sistemas de ecuaciones, calcular el rango y la matriz
inversa (si existe) de una matriz.

Escalonar Sea A ∈ Mm×n, entonces escalonar A por filas (resp. co-

lumnas) consiste en reducir A a una matriz escalonada por
filas (resp. columnas) mediante transformaciones elemen-

tales.

Submatriz Se dice que B ∈ Mr×s es una submatriz de A ∈ Mm×n sien-
do r ≤ m y s ≤ n si B se obtiene mediante la intersección
de r filas de A y s columnas de A.

Operaciones Sean A, B,∈ Mm×n. La matriz suma C = A + B es de

orden m × n y está definida por cij = aij + bij ∀i, j.
Propiedades: conmutativa, asociativa, elto. neutro y elto.

opuesto.
Sea λ ∈ R. La matriz producto D = λA es de orden m× n

y está definida por dij = λaij ∀i, j.
Propiedades: distributiva respecto a la suma de matrices,

distributiva respecto a la suma de reales, asociativa respecto
a los reales.
Sean A ∈ Mm×n y B ∈ Mn×r, la matriz producto P = AB

es de orden m × r y sus elementos están definidos por

pij =
n

∑

k=1

aikbkj.

Propiedades: asociativa.
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Obsérvese que el producto de matrices NO cumple la propiedad
conmutativa y la propiedad de elemento opuesto.

Traspuesta Se llama matriz traspuesta de A ∈ Mm×n a la matriz At =

(a′ij) ∈ Mn×m tal que a′ij = aji, es decir, las filas de At son
las columnas de A.

Propiedades: (A + B)t = At + Bt; (AB)t = BtAt;
((A)t)t = A.

Rango El rango de una matriz A ∈ Mm×n es un número natural, se

denota por rang(A) y se calcula mediante el determinante
(Ver Ficha determinantes).

Inversa Se llama matriz inversa de una matriz cuadrada A ∈ Mn×n,

a la matriz A−1 tal que A−1A = AA−1 = In.
La matriz inversa de una matriz cuadrada NO siempre exis-

te. Si una matriz no posee matriz inversa se llama singular
y si posee matriz inversa se llama regular.

Propiedades: (AB)−1 = B−1A−1;((A)−1)−1 = A.

Si existe la inversa de A, A−1 es única. Además, A−1 existe si y
sólo si rang(A) = n.

Ejemplo 1. Sea la matriz de orden 3 × 2 definida por

A =





1 2
2 3

1 4



 ,

entonces su matriz traspuesta At es de orden 2 × 3 y es:

At =

(

1 2 1
2 3 4

)

.
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Ejemplo 2. Una empresa fabrica tres tipos de productos: A,
B, y C. Se sabe que ha producido 23 unidades del producto

A, 16 del producto B y 10 del producto C. Por otro lado,
para fabricar un producto del tipo A se requieren 7 horas de

trabajo, del tipo B 9 horas de trabajo y del tipo C 11 horas
de trabajo. Calcular el coste total para manufacturar dichos

productos sabiendo que el coste de cada unidad de producto
es 45 euros y el coste de cada hora de trabajo 60 euros.

Es claro que:
el coste del producto A es: 23 · 45 + 7 · 60 = 1455,

el coste del producto B es 16 · 45 + 9 · 60 = 1260 y
el coste del producto C es: 10 · 45 + 11 · 60 = 1110.

El coste total se puede representar por la matriz fila

(

1455 1260 1110
)

.

Si el coste de unidad de producto y de la hora de trabajo se
representa por la matriz fila

(

45 60
)

resulta que el coste to-

tal pedido se puede calcular mediante el siguiente producto:
(

45 60
)

(

23 16 10
7 9 11

)

=
(

45 · 23 + 60 · 7 45 · 16 + 60 · 9 45 · 10 + 60 · 11
)

=
(

1455 1260 1110
)

.

Nótese que este ejemplo ayuda a explicar la definición del pro-
ducto de matrices.

11



Elvira Hernández Garćıa Curso 0 Matemáticas

Ejemplo 3. Sean A =

(

1 4
2 1

)

, calcular A−1 si existe.

Si A−1 =

(

a b

c d

)

entonces A−1 debe cumplir

(

a b

c d

) (

1 4
2 1

)

=

(

1 0
0 1

)

,

o equivalentemente,
(

a + 2b 4a + b

c + 2d 4c + d

)

=

(

1 0
0 1

)

.

Igualando los elementos que ocupan el mismo lugar resultan
las siguientes igualdades:

a + 2b = 4c + d = 1 y 4a + b = c + 2d = 0.

Resolviendo se obtiene:

A−1 =

( −1
7

4
7

2
7

−1
7

)

.

Se puede comprobar que también

AA−1 =

(

1 4
2 1

) ( −1
7

4
7

2
7

−1
7

)

=

(

1 0
0 1

)

.
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Ejemplo 4. Si A =





1 2 2
2 3 4
1 4 2



 y B =





2 2 1
1 3 4
3 1 2



, calcular

2A − B, AB y BA.

Por definición:

2A − B =

2





1 2 2

2 3 4
1 4 2



 −





2 2 1

1 3 4
3 1 2



 =





2 − 2 4 − 2 4 − 1

4 − 1 6 − 3 8 − 4
2 − 3 8 − 1 4 − 2



 =





0 2 3

3 3 4
−1 7 2



 .

Además AB =





1 2 2
2 3 4

1 4 2









2 2 1
1 3 4

3 1 2



 =





2 + 2 + 6 2 + 6 + 2 1 + 8 + 4

4 + 9 + 4 4 + 9 + 4 2 + 12 + 8
2 + 4 + 6 2 + 12 + 2 1 + 16 + 4



 =





10 10 13

19 17 22
12 16 21



.

Análogamente se obtiene:

BA =





7 14 14

11 17 22
7 17 14



 .

Obsérvese que con este ejemplo se comprueba que el producto
de matrices no es conmutativo.
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Ejemplo 5. Escalonar por filas la matriz A =





1 4 3
2 1 3
2 2 3



.

El primer paso es conseguir a11 = 1 lo que ya se cumple. El
siguiente paso es obtener a21 = 0 (un cero en la segunda fila).

Para ello, por ejemplo, la segunda fila se sustituye por ella

menos la tercera y resulta:





1 4 3
0 −1 0

2 2 3



 . Se multiplica la

segunda fila por −1 para obtener a22 = 1, aśı





1 4 3
0 1 0

2 2 3



.

En el siguiente paso, hay que obtener a31 = a32 = 0 (dos

ceros en la tercera fila). Para obtener a31 = 0, basta con
sustituir la tercera fila por ella menos dos veces la primera:




1 4 3

0 1 0
0 −6 −3



 . Para obtener a32 = 0, a la tercera fila

obtenida se suma 6 veces la segunda fila





1 4 3
0 1 0

0 0 −3



. Para

obtener a33 = 1 se multiplica por −1
3 la tercera fila y resulta:





1 4 3

0 1 0
0 0 1





la cual es una matriz escalonada de A.

Nótese que la matriz escalonada no es única.
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. Sea A =

(

2 1

−1 3

)

. Calcular At y A−1 si existe.

Ejercicio 2. Sean A =





2 1

1 3
3 4



 y B =

(

1 2 1 1

1 3 5 2

)

. Cal-

cular AB, BA y A − 3I3.

Ejercicio 3. Sean A =





4 1 0
1 2 1
3 5 1



 y B =

(

6 2 1

1 3 5

)

. Calcu-

lar 3A y BA.

Ejercicio 4. ¿Cuántas submatrices cuadradas tiene A =





2 1
1 2

1 4



?

Soluciones

Solución 1. Por definición: At =

(

2 −1

1 3

)

. Para calcular la

inversa de A, se supone que A−1 =

(

a b

c d

)

y se impone la

condición de matriz inversa, es decir,

(

a b

c d

) (

2 1
−1 3

)

=
(

1 0
0 1

)

. Después de hacer el producto de matrices e igualar

elemento a elemento en la identidad anterior resulta:

A−1 =

(

a b

c d

)

=

(

3
7

1
7−1

7
2
7

)

.
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Solución 2. La matriz A tiene dimensión 3×2 y la matriz B 2×
4. Por tanto no es posible realizar las operaciones: BA y A−3I3.

La matriz AB de dimensión 3×4 es:





2 1

1 3
3 4





(

1 2 1 1
1 3 5 2

)

=





2 + 1 4 + 3 2 + 5 2 + 2
1 + 3 2 + 9 1 + 15 1 + 6

3 + 4 6 + 12 3 + 20 3 + 8



 =





3 7 7 4
4 11 16 7

7 18 23 11



 .

Solución 3. La matriz A es cuadrada de orden 3. El producto

3A =





3 · 4 3 · 1 3 · 0
3 · 1 3 · 2 3 · 1
3 · 3 3 · 5 3 · 1



 =





12 3 0

3 6 3
9 15 3



 y el producto BA,

(

6 2 1

1 3 5

)





4 1 0
1 2 1

3 5 1



 =

(

24 + 2 + 3 6 + 4 + 5 2 + 1

4 + 3 + 15 1 + 6 + 25 3 + 5

)

=

(

29 15 3

22 32 8

)

.

Solución 4. En total posee 9 submatrices cuadradas. Seis de
orden 1 definidas cada una de ellas por cada elemento aij de A,

es decir, (2), (1), (1), (2), (1), (4) y tres de orden 2:

(

2 1

1 2

)

,
(

1 2
1 4

)

y

(

2 1
1 4

)

.
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3.2. Ficha 2: Determinantes

Sea A = (aij) ∈ Mn×n una matriz real cuadrada.

El determinante de una matriz A cuadrada es un número real y
se denota por |A|.

Definición. n ≤ 3 Si A =
(

a11

)

entonces |A| = a11.

Si A =

(

a11 a12

a21 a22

)

entonces |A| = a11a22 − a12a21.

Si A =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 entonces |A| es:

a11a22a33+a21a32a13+a12a23a31−a13a22a31−a23a32a11−a21a12a33.

Adjunto Se llama adjunto de un elemento aij ∈ A y se denota por
Aij al determinante de la matriz de orden n− 1 que resulta

de eliminar en A la fila i y columna j afectado del signo +
ó − según i + j sea par o impar respectivamente.

Se llama matriz adjunta de A y se denota por Adj(A) a la
matriz que resulta al sustituir cada elemento aij por Aij.

Definición El determinante de A desarrollado por la fila i−ésima es:

|A| = ai1Ai1 + · · · + ainAin.

El determinante de una matriz se puede calcular de varias for-

mas.

Propiedades Sea Fi la fila i−ésima de la matriz A. Si en A cambiamos
Fi por

Fi + λ1F1 + · · · + λi−1Fi−1 + λi+1Fi+1 + · · · + λnFn

con λi ∈ R entonces el determinante no vaŕıa.
Si A tiene alguna fila Fi tal que

Fi = λ1F1 + · · · + λi−1Fi−1 + λi+1Fi+1 + · · · + λnFn (1)

17



Elvira Hernández Garćıa Curso 0 Matemáticas

con λi ∈ R, entonces |A| = 0.

Las propiedades anteriores son válidas si se reemplaza fila (Fi)
por columna (Ci).

Propiedades Se verifica |A| = |At|, |In| = 1 y |0n| = 0. Si B ∈ Mn×n y
λ ∈ R, entonces |AB| = |A||B| y |λA| = λn|A|.

Aplicaciones El determinante es una herramienta útil para el cálculo de
matriz inversa y rango de una matriz.

Matriz inversa La matriz A posee matriz inversa A−1 si y sólo si |A| 6= 0.
Además

A−1 =
1

|A| [Adj(A)]t.

En particular como AA−1 = In, teniendo en cuenta las propiedades
del determinante resulta

|A−1| =
1

|A| .

Menor Se llama menor de A al determinante de una submatriz
cuadrada de A. El orden de un menor es el orden de la

submatriz asociada a dicho menor.

Rango El rango de A, rang(A), es el mayor de los órdenes de sus

menores no nulos.
Aplicando las propiedades de los determinantes resulta que

para calcular el rango de un matriz se puede eliminar la fila
(resp. columna) i-ésima que satisface la ecuación (1).

Propiedades: rang(A) = rang(At).

Nótese que el rango de una matriz no puede superar al número
de filas o columnas que posee.
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Ejemplo 6. Sea A =

(

1 2

3 4

)

y B =





1 2 4
2 6 3
5 −1 3



.

Entonces:

|A| = 1 · 4 − 2 · 3 = 4 − 6 = −2,
|B| = 1 ·6 ·3+(−1) ·2 ·4+2 ·3 ·5−4 ·6 ·5−(−1) ·3 ·1−2 ·2 ·3 =

18 − 8 + 30 − 120 + 3 − 12 = 110.

Ejemplo 7. Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Cal-
cular la matriz

(A − B)2.

Aplicando las propiedades asociativa del producto de matrices
resulta:

(A − B)2 = (A − B)(A − B) = AA − AB − BA + BB =
A2 − AB − BA − B2.

Nótese que como el producto de matrices NO es conmu-

tativo, en general, AB 6= BA por tanto:

(A − B)2 6= A2 − 2AB + B2.

19
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Ejemplo 8. Sea A =





2 1 −1
1 −2 3
4 2 −5



. Calcular el determi-

nante de A desarrollado por los adjuntos de la primera fila y
su matriz inversa (si ex́ıste).

Por definición, |A| = 2

∣

∣

∣

∣

−2 3

2 −5

∣

∣

∣

∣

−1

∣

∣

∣

∣

1 3

4 −5

∣

∣

∣

∣

−1

∣

∣

∣

∣

1 −2

4 2

∣

∣

∣

∣

=

2(4)− 1(−17)− 1(10) = 8 + 17 − 10 = 15.
Como el determinante de A es no nulo, 3 es el mayor de los

órdenes de sus menores no nulos. Luego rang(A) = 3 y existe
A−1. Como,

A−1 =
1

15
[Adj(A)]t,

sólo falta calcular la adjunta de A.

Adj(A) =





10 − 6 −(−5 − 12) 2 + 8
−(−5 + 2) −10 + 4 −(4 − 4)

3 − 2 −(6 + 1) −4 − 1



 =





4 17 10

3 −6 0
1 −7 −5



. Entonces

[Adj(A)]t =





4 3 1
17 −6 −7

10 0 −5





y

A−1 =





4
15

1
5

1
15

17
15

−2
5

−7
15

2
3 0 −1

3



 .
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Nótese que la matriz inversa de una matriz A si existe es
única.

Ejemplo 9. Calcular el rango de la matriz





1 0 2
3 4 2

1 2 2



.

El rango es 2 porque el único menor de orden 3 es nulo

ya que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
3 4 2

1 2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 8 + 12 + 0 − 8 − 4 = 0

y existen menores de orden 2 no nulos, por ejemplo,
∣

∣

∣

∣

1 0
3 4

∣

∣

∣

∣

= 4.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 5. Calcular las matrices inversas de A =





1 4 3
2 1 3

2 2 3





y B =





3 3 2

1 2 2
0 3 4



.

Ejercicio 6. Calcular el determinante de

A =









3 3 2 0
0 2 2 1

0 2 6 2
1 2 2 3









.
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Ejercicio 7. Calcular el rango de

A =









1 0 1 2

1 0 1 2
0 1 −2 −1

1 3 −5 −1









.

Ejercicio 8. Sea A una matriz triangular superior de orden 3
cuyos elementos de la diagonal principal son no nulos. ¿Podemos
asegurar que existe A−1?

Soluciones

Solución 5. Como |A| = 3 se tiene

A−1 =
1

3
[Adj(A)]t.

La matriz adjunta de A es




−3 0 2

−6 −3 6
9 3 −7





por tanto

A−1 =





−1 −2 3
0 −1 1
2
3 2 −7

3



 .

Sin embargo B−1 no existe porque |B| = 0.

Solución 6. El determinante de A desarrollado por los adjuntos
de la segunda fila es

0(−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 0
2 6 2

2 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 0
0 6 2

1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+2(−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 3 0
0 2 2

1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 3 2
0 2 6

1 2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Luego
|A| = 0 + 92 − 24 − 10 = 58.

Solución 7. El rango es 2. La primera y segunda fila son iguales,
la tercera fila se obtiene sumando a la primera la tercera fila mul-
tiplicada por −3 y la primera y cuarta fila son independientes.

Por tanto, de acuerdo con las propiedades de los rangos:

rang(A) = rang









1 0 1 2
1 0 1 2

0 1 −2 −1
1 3 −5 −1









=

rang





1 0 1 2

0 1 −2 −1
1 3 −5 −1



 =

rang

(

1 0 1 2
1 3 −5 −1

)

= 2.

También se puede calcular el rango mediante menores.

Nótese que, en este caso, todos los menores posibles de orden 3
son nulos.

Solución 8. Śı porque su determinante es no nulo ya que el
determinante de una matriz triangular se obtiene multiplicando

loa elementos de la diagonal principal.
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3.3. Ficha 3: Polinomios

Definición Un polinomio de coeficientes reales P (x) de grado n en x

es una expresión de la forma

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0

siendo ai ∈ R ∀i. Los elementos ai se llaman coeficientes

de P (x), los términos aix
i se llaman monomios del polino-

mio y x es la variable del polinomio (a cada real a ∈ R le
corresponde un valor P (a)).

Si el grado es 2, n = 2, el polinomio se llama cuadrático.

En particular, a ∈ R es un polinomio de grado 0.

Sean P (x) y Q(x) dos polinomios en x.

Operaciones El polinomio suma P (x)+Q(x) y se obtiene sumando térmi-
no a término los coeficientes de P (x) y Q(x). El producto

de polinomios P (x) ·Q(x) se obtiene al sumar los productos
de cada término de P (x) por todos los términos de Q(x).

El cociente de polinomios P (x)
Q(x)

se obtiene aplicando el algo-

ritmo de la división.
Recuérdese que el método de Ruffini permite calcular el co-

ciente y el resto de la división del polinomio P (x) y (x−α)
siendo α ∈ R.

Nótese que P (x) = Q(x) si y sólo si son iguales monomio a
monomio.

Ráız Se dice que a ∈ R es una ráız real de P (x) si P (a) = 0.

Si a es una ráız de P (x) entonces P (x) = (x−a)Q(x) siendo
Q(x) el cociente de P (x) y (x − a).

El polinomio (x − a) se llama factor lineal de P (x).
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Un polinomio de grado n tiene a lo más n ráıces.
Ráıces de un polinomio cuadrático: sea ax2 + bx + c = 0,

entonces sus dos ráıces se calculan por la fórmula

−b ±
√

b2 − 4ac

2a
.

Recuérdese que si a, b ∈ R entonces (a − b)2 = a2 + b2 − 2ab,

(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab y a2 − b2 = (a + b)(a − b).

Obsérvese que un polinomio P (x) no tiene porque tener ráıces
reales. Por ejemplo x2 + 1.

Factorización Un polinomio P (x) se llama reducible si se puede descom-
poner en producto de polinomios de grado menor que P (x).

Factorizar un polinomio P (x) consiste en expresar dicho polino-
mio P (x) como producto de polinomios irreducibles.
Se puede factorizar un polinomio P (x) a través de sus ráıces.

(Un método de factorización es el Método de Ruffini).

Pol. Racionales Sean P ′(x) y Q′(x) polinomios en x.
Operaciones.
Para realizar la suma

P (x)

Q(x)
+

P ′(x)

Q′(x)

se reduce a común denominador.
Por otro lado, se cumple:

P (x)

Q(x)
· P ′(x)

Q′(x)
=

P (x) · P ′(x)

Q(x) · Q′(x)

y
P (x)

Q(x)
:
P ′(x)

Q′(x)
=

P (x) · Q′(x)

Q(x) · P ′(x)
.
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Ejemplo 10. Sean

P (x) = 2x − 1 y Q(x) = x3 − 2x2 − x − 2.

Calcular P (x) ·Q(x), P (x)+Q(x), P (x)−Q(x), 3P (x) y Q(x)
P (x) .

Se verifica:
P (x) · Q(x) = (2x − 1)(x3 − 2x2 − x − 2) =

2x(x3 − 2x2 − x − 2) − 1(x3 − 2x2 − x − 2) =
2x4 − 4x3 − 2x2 − 4x− x3 + 2x2 + x + 2 = 2x4 − 5x3 − 3x + 2,

P (x) + Q(x) = 2x − 1 + x3 − 2x2 − x − 2 =
x3 − 2x2 + (2 − 1)x + (−1 − 2) = x3 − 2x2 + x − 3,

P (x) − Q(x) = 2x − 1 − (x3 − 2x2 − x − 2) =

−x3 + 2x2 + 3x + 1,

3P (x) = 6x2 − 3.
Por último, aplicado el algoritmo de la división resulta

Q(x)

P (x)
=

x3 − 2x2 − x − 2

2x − 1
=

1

2
x2 − 3

4
x − 7

8
−

23
8

2x − 1
,

es decir, el cociente es

1

2
x2 − 3

4
x − 7

8

y el resto es

−23

8
.
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Ejemplo 11. Calcular la suma de polinomios racionales

x − 1

(x − 2)2
+

x + 3

x − 1
.

Para sumar fracciones se reduce a común denominador, es de-
cir, se hallan otras fracciones equivalentes a las originales de

forma que tengan todas igual denominador.
Para ello, se calcula el mı́nimo común múltiplo de los denomi-

nadores que en este caso es

(x − 2)2(x − 1).

Entonces se obtiene:

x − 1

(x − 2)2
+

x + 3

x − 1
=

(x − 1)(x− 1)

(x − 2)2(x − 1)
+

(x + 3)(x − 2)2

(x − 2)2(x − 1)
=

(x − 1)2 + (x + 3)(x− 2)2

(x − 2)2(x − 1)
.
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Ejemplo 12. Simplificar

(x − 2)2

x2 − 4
y

x3 − 4x2 + 5x − 2

(x − 1)2
.

En primer lugar se comprueba si los polinomios numerador y
denominador son reducibles. En efecto, se cumple que

x2 − 4 = (x − 2)(x + 2)

luego
(x − 2)2

x2 − 4
=

(x − 2)2

(x − 2)(x + 2)
=

x − 2

x + 2
.

Por otro lado,

x3 − 4x2 + 5x − 2 = (x − 1)2(x − 2).

Entonces

x3 − 4x2 + 5x − 2

(x − 1)2
=

(x − 1)2(x − 2)

(x − 1)2
= x − 2.
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Ejemplo 13. Factorizar el polinomio cúbico x3 − 2x + 1.

Utilizando el método de Ruffini se puede comprobar
que 1 es una ráız. En efecto,

1

1

1

1

0 −2 1

1

1

1

1

0

1

1

−2 1

1

1

1

1

0

1

1

−2

1

−1

1

1

1

1

1

0

1

1

−2

1

−1

1

−1

0

Por lo tanto x3 − 2x + 1 = (x − 1)(x2 + x − 1). Según el
método de factorización de polinomios cuadráticos, las ráıces
del polinomio x2 + x − 1 son

−1 ±
√

12 − 4 · 1 · (−1)

2
,

es decir, −1+
√

5
2 y −1−

√
5

2 . Por consiguiente la factorización del
polinomio dado es

(x − 1)(x− −1 +
√

5

2
)(x +

1 +
√

5

2
).
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Ejemplo 14. Expresar

x − 5

x2 − 5x + 6

como suma de fracciones.

En primer lugar se debe expresar el denominador como
producto de factores. Utilizando el método de factorización de

polinomios cuadráticos se tiene que x2−5x+6 = (x−3)(x−2).
Por tanto podemos concluir:

x − 5

x2 − 5x + 6
=

A

x − 3
+

B

x − 2

siendo A y B números reales. Para calcular el valor de A y B

basta con establecer las igualdades que se obtienen al operar

en ambos términos. Como

A

x − 3
+

B

x − 2
=

A(x − 2) + B(x − 3)

(x − 3)(x− 2)
=

Ax + Bx − 2A − 3B

x2 − 5x + 6

se tiene que:

x − 5

x2 − 5x + 6
=

Ax + Bx − 2A − 3B

x2 − 5x + 6
=

(A + B)x − 2A − 3B

x2 − 5x + 6
.

Luego
(A + B)x − 2A − 3B = x − 5,

es decir, A + B = 1 y −2A − 3B = −5.
Resolviendo se tiene A = −2

5 y B = 7
5. Entonces se concluye:

x − 5

x2 − 5x + 6
=

−2

5(x − 3)
+

7

5(x − 2)
.
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Ejemplo 15. Calcular

x − 4

x − 1
· (x + 1)2

(x − 1)3
y

x − 4

x − 1
:

(x + 1)2

(x − 1)3
.

Por definición de producto y división de polinomios resulta:

x − 4

x − 1
· (x + 1)2

(x − 1)3
=

(x − 4)(x + 1)2

(x − 1)(x − 1)3
=

(x − 4)(x + 1)2

(x − 1)4

x − 4

x − 1
:

(x + 1)2

(x − 1)3
=

(x − 4)(x − 1)3

(x − 1)(x + 1)2
=

(x − 4)(x − 1)2

(x + 1)2
.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 9. Calcular el grado de 2x3+x4−x+4−x3−x(x3−2).

Ejercicio 10. Factorizar x2 − a2, x2 + 2ax+ a2 y x2 − 2ax + a2.

Ejercicio 11. Calcular la suma

x

x − 2
+

1

x − 3
+

2

(x − 2)2
.

Ejercicio 12. Calcular la división

x2 − 4x + 5

x − 2
.

Ejercicio 13. Hallar las ráıces de x4 − 3x3 − 3x2 + 11x − 6.
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Soluciones

Solución 9. En primer lugar hay que simplificar el polinomio

dado y reescribirlo de la forma general de un polinomio. Se
cumple que

2x3 + x4 − x + 4 − x3 − x(x3 − 2) = x3 + 2x.

Es decir, el grado es 3.

Solución 10. Se verifica que

x2 − a2 = (x − a)(x + a),

x2 + 2ax + a2 = (x + a)2

y
x2 − 2ax + a2 = (x − a)2.

Solución 11. Reduciendo a común denominador se obtiene:

x

x − 2
+

1

x − 3
+

2

(x − 2)2
=

x(x − 2)(x− 3)

(x − 2)2(x − 3)
+

(x − 2)2

(x − 2)2(x − 3)
+

2(x − 3)

(x − 2)2(x − 3)

y operando resulta

x3 − 4x2 + 4x − 2

(x − 2)2(x − 3)
.

Solución 12. Como x2 − 4x + 5 = (x− 2)2 + 1 se concluye que

x2 − 4x + 5

x − 2
=

(x − 2)2 + 1

x − 2
=

(x − 2)2

x − 2
+

1

x − 2
= x−2+

1

x − 2
.

Solución 13. Las ráıces son 3, 1 (doble) y −2. Por tanto

x4 − 3x3 − 3x2 + 11x − 6 = (x − 3)(x − 1)2(x + 2).
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3.4. Ficha 4: Sistemas de Ecuaciones Lineales

Definición Una ecuación lineal en con n incógnitas es una expresión

de la forma

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b

siendo ai ∈ R ∀i y b ∈ R. Los elementos xi se llaman
incógnitas y b término independiente.
Un sistema de m ecuaciones lineales y n incógnitas es un

conjunto de m ecuaciones lineales de la forma:






a11x1 + · · · + a1nxn = b1
... . . . ...

...
...

am1x1 + · · · + amnxn = bm

(2)

Solución Si existen números reales (α1, . . . , αn) tales que xi = αi

para cada i, verifican las m ecuaciones lineales se dice que

(α1, . . . , αn) es una solución del sistema (2).

Matrices Existen dos matrices asociadas al sistema (2), la matriz de

coeficientes A =





a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn



 y la matriz de coefi-

cientes ampliada A∗ =





a11 · · · a1n b1
... . . . ...

...

am1 · · · amn bm



 .

Un sistema de ecuaciones lineales puede tener solución (sistema
compatible) o puede no tener solución (sistema incompatible).

Un sistema compatible o tiene una única solución (sistema com-
patible determinado) o tiene infinitas soluciones (sistema com-

patible indeterminado).
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Clasificación Si rang(A) = rang(A∗) es compatible (Teorema de Rouché-

Fröbenius).
Si rang(A) 6= rang(A∗) es incompatible.

Si rang(A) = rang(A∗) = n es compatible determinado.
Si rang(A) = rang(A∗) < n es compatible indeterminado.

Resolución Resolver un sistema es hallar sus soluciones. Existen varios

métodos de resolución del sistema (2).
Reducción. Se eliminan las ecuaciones lineales que se ob-

tienen como suma de otras.
Eliminación gaussiana. Consiste en transformar el sis-

tema dado en otro equivalente (con las mismas soluciones)
cuya matriz de coeficientes asociada es escalonada. Para

obtenerlo se pueden hacer transformaciones elementales en
la matriz de coeficientes ampliada (multiplicar una ecuación
por un real no nulo, intercambiar las ecuaciones y sumar a

una ecuación un múltiplo de otra).
Sustitución. Se despeja una de las incógnitas en función

de las otras y se sustituye su valor en las otras ecuaciones.
Regla de Cramer. Si n = m y rang(A) = n, entonces

la solución del sistema (es única) se obtiene mediante la
fórmula

xi =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 · · · a1i−1 b1 a1i+1 · · · a1n
... . . . ...

...
... . . . ...

an1 · · · ani−1 bn a1i+1 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|A|
para cada i.
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Ejemplo 16. Clasificar y resolver sistema
{

2x −3y = 5
x −y = 1

por el método de sustitución.

La segunda ecuación del sistema es equivalente a x = 1 + y.
Llevando esta relación a la primera ecuación resulta

2(1 + y) − 3y = 5, es decir, 2 + (2 − 3)y = 5. Entonces

y =
3

−1
= −3.

Teniendo en cuenta la primera ecuación resulta

x = 1 − 3 = −2.

En conclusión, el sistema dado es un sistema compatible de-
terminado y la solución es

x = −2, y = −3.
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Ejemplo 17. Resolver el sistema






x −z = 2
x −y +z = 1

3x −y −z = 5

por reducción.

La tercera ecuación es redundante y se puede eliminar

ya que se obtiene sumando a la segunda dos veces la primera.
Por tanto el sistema dado es equivalente a

x = 2 + z; x − y + z = 1.

Si se sustituye en la segunda ecuación resulta:

x = 2 + z; 2 + z − y + z = 1,

es decir,

x = 2 + z; y = 1 + 2z.

Entonces, el sistema es compatible e indeterminado y las solu-

ciones dependen de un parámetro λ. El conjunto de soluciones
es

x = 2 + λ, y = 1 + 2λ

siendo λ ∈ R.
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Ejemplo 18. Resolver sistema
{

ax −3y = 5
x +y = 1

según el valor del parámetro a.

Para clasificar el sistema utilizaremos el Teorema de
Rouché-Fröbenious. Para ello se calcula el rango de la matriz

de coeficientes

A =

(

a −3
1 1

)

.

Como |A| = a+ 3 hay que diferenciar los casos en que a = −3
y a 6= −3.

Caso a = −3. Se tiene rang(A) = 1 y el rango de la matriz de
coeficientes ampliada

A∗ =

(

−3 −3 5
1 1 1

)

es 3 porque

∣

∣

∣

∣

−3 5
1 1

∣

∣

∣

∣

= −8.

Por lo tanto, el sistema es incompatible si a = −3.

Caso a 6= −3. En este caso, el sistema es compatible deter-
minado porque rang(A) = rang(A∗) = 2 y 2 es el número de

incógnitas.
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Ejemplo 19. Resolver el siguiente sistema mediante la regla
de Cramer







x −y +z = 1

2x −y +z = 0
x +2y −z = 0

En primer lugar comprobemos que se trata de un sistema com-

patible determinado. En efecto, ya que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 1
2 −1 1
1 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

se cumple que rang(A) = rang(A∗) = 3 y 3 es el número de
incógnitas. Aplicando la regla de Cramer resulta

x =
1

1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 1
0 −1 1

0 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1,

y =
1

1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1

2 0 1
1 0 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3,

z =
1

1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 1
2 −1 0

1 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 5.
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Ejemplo 20. Resolver sistema






x +2y +z = 1
x −z = 2

2x +4y = 3

por eliminación Gaussiana.

Para ello hay que escalonar la matriz de coeficientes

ampliada

A∗ =





1 2 1 1
1 0 −1 2

2 4 0 3



 .

En primer lugar la segunda fila se cambia por ella menos la

primera fila y resulta A∗ =





1 2 1 1
0 −2 −2 1

2 4 0 3



 . Para terminar,

la tercera fila se cambia por ella menos dos veces la primera

fila y resulta A∗ =





1 2 1 1

0 −2 −2 1
0 0 −2 1



. Entonces, el sistema

dado es equivalente al sistema

x +2y +z = 1

−2y −2z = 1
−2z = 1

luego despejado desde la tercera ecuación resulta z = −1
2
.

Llevando este valor a la segunda ecuación se tiene y = 0 y
despejando en la primera resulta x = 3

2 .
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Ejercicios Propuestos

Ejercicio 14. Clasificar y resolver el sistema de ecuaciones






2x −y −2z = 1

x +z = 2
x −y −z = 3

.

Ejercicio 15. ¿Un sistema de tres ecuaciones lineales con tres

incógnitas homogéneo siempre es compatible determinado?

Ejercicio 16. Clasificar y resolver el sistema






−x −z = 0

−x −2y +2z = 0
x −y +z = 0

Ejercicio 17. Dado un sistema de dos ecuaciones lineales con
tres incógnitas. Decidir qué tipo de sistema puede ser y dar

ejemplos.

Ejercicio 18. Clasificar y resolver






x −y −2z = 1

2x −2y +z = 0
x +y −z = 0

Soluciones

Solución 14. El rango de la matriz





2 −1 −2
1 0 1

1 −1 −1



 es 3 porque

su determinante vale 2 luego el sistema es compatible determi-
nado. Sustituyendo x = 2 − z (segunda ecuación) resulta el sis-

tema de dos incógnitas 2(2− z)− y− 2z = 1 (primera ecuación)
(2 − z) − y − z = 3 (tercera ecuación). Resolviendo se obtiene:

y = −5, z = 2, x = 0.
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Solución 15. No. Un sistema (homogéneo o no homogéneo)
puede tener ecuaciones redundantes y por tanto puede ser inde-

terminado.

Solución 16. Se trata de un sistema homogéneo luego es com-
patible porque siempre posee la solución nula. Además, es de-

terminado porque el rango de la matriz de coeficientes es 3 ya
que el determinante es no nulo (vale −3). Como la solución es

única se concluye que es: x = 0, y = 0, z = 0.

Solución 17. La matriz de coeficientes A es de dimensión 2×3 y

la dimensión de la matriz ampliada A∗ es 2× 4. Entonces puede
ser incompatible (rang(A) = 1 y rang(A∗) = 2) o compatible

indeterminado (rang(A) = rang(A∗) = 2) pero nunca puede ser
compatible determinado porque rang(A) < 3.

Solución 18. Sistema compatible determinado porque
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 −2

2 −2 1
1 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −10.

Su única solución es:

x =
−1

10
, y =

−3

10
, z =

−2

5
.
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3.5. Ficha 5: Vectores en plano. Rectas y Planos

En términos generales, un vector en el espacio R
3 (resp. en

el plano R
2) es una terna ordenada (resp. un par de ordenado)

de números (x1, x2, x3) ∈ R
3 (resp. (x1, x2) ∈ R

2). Para precisar

más, es necesario considerar el concepto de vector fijo y vector
libre. En esta ficha nos centraremos en vectores en el plano R

2.

Vector Fijo Un vector fijo
−→
AB en R

2 es un segmento orientado del plano
que tiene como origen A y como extremo B. Si A(a1, a2) y

B(b1, b2),
−→
AB(b1 − a1, b2 − a2). El módulo de

−→
AB es la lon-

gitud de
−→
AB, |−→AB| = +

√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2) (también

a este módulo se le llama distancia del punto A al punto
B). La dirección de

−→
AB es la dirección de la recta que lo

contiene y el sentido de
−→
AB es el definido por B.

Vector Libre Un vector libre es el conjunto de vectores del plano que
posee el mismo módulo, dirección y sentido. Se trata de
una clase de equivalencia de los vectores fijos con la misma

dirección, módulo y sentido. Un representante de dicha clase
se denota por ū.

0 1 2 3
0
1
2
3

x

y

A(1, 1)

B(2, 3)

Vector Fijo
−−→
AB = (1, 2)

0 1 2 3
0
1
2
3

x

y

Algunos elementos del Vector libre ū(1, 2)

Operaciones Sean (u1, u2), (v1, v2) ∈ R
2 vectores del plano y λ ∈ R

(escalar). Entonces (u1, u2) + (v1, v2) = (u1 + v1, u2 + v2)
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y λ(u1, u2) = (λu1, λu2).

0 1 2 3
0
1
2
3

x

y

Vector suma (1, 3) + (2, 2) = (3, 5)

0 1 2 3
0
1
2
3

x

y

Vector producto 2(2, 1) = (4, 2)

Análogamente, si (u1, u2, u2), (v1, v2, v3) ∈ R
3,

(u1, u2, u3) + (v1, v2, v3) = (u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3)
y si λ ∈ R (escalar)

λ(u1, u2, u3) = (λu1, λu2, λu3).

Combinación lin. Se llama combinación lineal de los vectores {v̄1, . . . , v̄m} de

R
3 al vector λ1v̄1 + · · · + λmv̄m siendo λi ∈ R ∀i.

Si un vector del conjunto {v̄1, . . . , v̄m} se puede obtener co-
mo combinación lineal del resto de vectores de {v̄1, . . . , v̄m},
entonces {v̄1, . . . , v̄m} son linealmente dependientes.
Es caso contrario, se dice que {v̄1, . . . , v̄m} son linealmente

independientes.

Recta Un recta r en el plano R
2 está determinada por un punto

P (x0, y0) y un vector dirección ū(u1, u2).
Los puntos (x, y) que pertenecen a una recta se pueden

expresan de las siguientes formas:
Vectorial : (x, y) = (x0, y0) + λ(u1, u2).
Paramétrica: x = x0 + λu1, y = y0 + λu2, λ ∈ R

Continua: x−x0

u1

= y−y0

u2

.
Cartesiana: ax + by + c = 0, que se obtiene operando en la

anterior.
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Expĺıcita: y = mx + n, que se obtiene despejando y en la
anterior. La pendiente de la recta r es m.

Punto-pendiente: y − y0 = m(x − x0).

2 4−2−4

2

4

−2

x

y

Recta de ecuación cartesiana 6x − 8y + 8 = 0

Plano Un plano π en el espacio R
3 está determinado por un punto

P (x0, y0, z0) y dos vectores directores linealmente indepen-

dientes ū(u1, u2) y v̄(v1, v2).
Los puntos (x, y, z) que pertenecen al plano π se pueden

expresar de las siguientes formas:
Vectorial : (x, y, z) = (x0, y0, z0)+λ(u1, u2, u3)+µ(v1, v2, v3).

Paramétricas : x = x0 + λu1 + µv1, y = y0 + λu2 + µv2, z =
z0 + λu3 + µv3.

Cartesianas : ax + by + cz + d = 0 siendo a, b, c, d ∈ R. El
vector n̄(a, b, c) es perpendicular al plano y se llama vector
normal al plano.

Posiciones Sean r y s dos rectas del plano con pendientes mr y ms. Si
mr = ms, son paralelas y si mrms = −1, son perpendicula-

res entre śı.
Dos planos en el espacio pueden tener las siguientes posi-

ciones: coincidentes, paralelos (el sistema de las ecuaciones
dadas por cada plano es incompatible) o se cortan en una
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recta (el sistema de las ecuaciones dadas por cada plano es
compatible indeterminado).

Ejemplo 21. Dados los vectores A(2, 4), B(3, 5) y C(4, 1).

Calcular los vectores fijos
−→
AB,

−→
AC y

−−→
BC y sus módulos.

Por definición:−→
AB(3 − 2, 5 − 4) = (1, 1) y |−→AB| = +

√
12 + 12 = +

√
2,−→

AC(4− 2, 1− 4) = (2,−3) y |−→AC| = +
√

22 + (−3)2 = +
√

13,−−→
BC(4− 3, 1− 5) = (1,−4) y |−−→BC| = +

√

12 + (−4)2 = +
√

17.
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Ejemplo 22. Sean los vectores (1, 4), (2, 3) y (2, 5). Calcular
los vectores: (1, 4) + (2, 3), (2, 3) + (2, 5) y 3(2, 3). Comprobar
si los tres son linealmente dependientes y si (1, 4) y (2, 3) son

linealmente independientes.

Se cumple:
(1, 4) + (2, 3) = (3, 7),

(2, 3) + (2, 5) = (4, 8)

y

3(2, 3) = (6, 9).

Los vectores dados son linealmente dependientes si uno de
ellos, por ejemplo (2, 5) se puede escribir como combinación

lineal del resto, es decir, si existen α, β ∈ R tales que

α(1, 4) + β(2, 3) = (2, 5).

En efecto, resolviendo el sistema que resulta de la igualad an-
terior, α + 2β = 2; 4α + 3β = 5 se obtiene:

α =
4

5
y β =

3

5
.

Por tanto los tres vectores son linealmente dependientes.

Sin embargo (1, 4) y (2, 3) son linealmente independientes ya
que la ecuación (1, 4) = α(2, 3) no tiene solución.
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Ejemplo 23. Escribir las expresiones de la recta que pasa
por (1, 3) y (2, 2) y obtener la recta perpendicular a ella que

pasa por (1, 1).

Un vector dirección de la recta se obtiene restando dos puntos
que pasan por ella, por ejemplo,:(u1, u2) = (1, 3) − (2, 2) =

(−1, 1).
Expresión Vectorial:

(x, y) = (1, 3) + λ(−1, 1) λ ∈ R.

Paramétrica:

x = 1 − λ, y = 3 + λ, λ ∈ R.

Continua:
x − 1

1
=

y − 3

−1
.

Cartesiana:

y + x − 4 = 0.

Expĺıcita:

y = 4 − x.

Punto pendiente:

y − 3 = −(x − 1).

Cualquier recta perpendicular a ella tiene como pendiente

m = − 1

−1
= 1

ya que −1 es la pendiente de r. Entonces la recta perpendicular
a r que pasa por el punto (1, 1) tiene como expresión

y − 1 = x − 1 (en forma punto-pendiente).
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Ejemplo 24. Sea el plano de ecuación vectorial (x, y, z) =
(1, 0, 1)+λ(1, 2, 3)+µ(2, 0, 2). Escribir las distintas expresiones
y hallar un vector normal al plano.

Paramétricas:

x = 1 + λ + 2µ, y = 2λ, z = 1 + 3λ + 2µ λ, µ ∈ R.

Cartesianas: se obtienen eliminando los parámetros de la ex-

presión paramétrica. En este caso, es fácil comprobar que

x + y = 1 + 3λ + 2µ,

por tanto la expresión en cartesianas es: x + y = z o equiva-
lentemente

x + y − z = 0.

Un vector normal al plano es (1, 1,−1) o cualquier múltiplo

suyo (2, 2,−2), (−5,−5, 5),. . .
Nótese que un punto del plano queda determinado para un

valor de λ y un valor de µ, por ejemplo, dos puntos del plano
son: (4, 2, 6) para λ = 1 y µ = 1 y (3, 0, 3) para λ = 0 y µ = 1.

Ejercicios Propuestos

Ejercicio 19. ¿Es el vector (5, 8) combinación lineal de los vec-

tores (1, 1) y (1, 2)?

Ejercicio 20. Calcular el módulo del vector (1, 2) + (3, 4).

Ejercicio 21. Calcular la pendiente de la recta x = 2 + 3λ,
y = 1 − λ, λ ∈ R.
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Ejercicio 22. Calcular un vector normal del plano x = 1 + 2λ,

y = −3µ, z = 2 siendo λ, µ ∈ R.

Ejercicio 23. Hallar el punto de corte de las rectas x − y = 2
y 2x − y = 4.

Soluciones

Solución 19. Si porque (5, 8) = 2(1, 1) + 3(1, 2).

Solución 20. El módulo del vector (1, 2) + (3, 4) = (4, 6) vale
+
√

42 + 62 = +
√

52 = +2
√

13.

Solución 21. La pendiente de una recta aparece en su expresión

expĺıcita. En este caso la ecuación dada es en forma paramétrica.
Si se despeja el parámetro de ambas ecuaciones, λ = x−2

3 y
λ = −y + 1 se obtiene la expresión continua:

x − 2

3
= 1 − y

y operando se deduce:

y = −1

3
x +

5

3
.

Entonces la pendiente de la recta dada es:

m = −1

3
.

Solución 22. Un vector normal es cualquier múltiplo del vector

(0, 0, 1) ya que el plano dado tiene por ecuación cartesiana

z = 2

como se deduce de la ecuación en paramétricas dada.

Solución 23. El punto de corte es (2, 0) debido a que x = 2, y =

0 es la solución del sistema

x − y = 2; 2x − y = 4.
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3.6. Ficha 6: Cónicas

Las cónicas son casos particulares de la siguiente ecuación

de segundo grado

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0

siendo x e y las variables y a, b, c, d, e, f ∈ R. Sus puntos
cumplen cierta propiedad geométrica en el plano R

2. Estas cur-

vas también se conocen con el nombre de secciones cónicas porque
se obtienen al seccionar un cono con un plano.

Se clasifican en circunferencia, elipse, hipérbola y parábola.
Circunferencia Una circunferencia es el conjunto de puntos P (x, y) que

equidistan r > 0 de un punto fijo C(x0, y0) (centro).
Ecuación general: (x − x0)

2 + (y − y0)
2 = r2.

y0

x0

C

r

x

y

Circunferencia de centro (x0, y0) y radio r.

Elipse Una elipse es el conjunto de puntos P (x, y) cuya suma de

distancias a dos puntos fijos F y F ′ (focos) es constante

|−→PF | + |−−→PF ′| = 2a (a > 0).

Ecuación general con centro (x0, y0) y focos F (c, 0) y F ′(−c, 0)
(c > 0) siendo a > 0 el semieje mayor y b > 0 el semieje
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menor:
(x − x0)

2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1.

Se verifica a2 = b2 + c2.

F F ′−a a

−b

b
P

x

y

Elipse con centro (0, 0).

Nótese que la circunferencia es un caso particular de la elipse
(cuando a = b).

Hipérbola Una hipérbola es el conjunto de puntos P (x, y) cuya dife-

rencia de distancias a dos puntos fijos F y F ′ (focos) es

constante |−→PF | − |−−→PF ′| = ±2a (a > 0).

Ecuación general con centro(x0, y0) y focos F (c, 0) y F ′(−c, 0)
(c > 0):

(x − x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= 1

siendo a > 0 el semieje mayor y b > 0 el semieje menor. Se
verifica que c2 = a2 + b2.

La hipérbola posee dos aśıntotas que son dos rectas simétri-
cas que pasan por el centro (x0, y0).
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3−3

3

−3

x

y

Hipérbola equilátera de ecuación xy = 1 referida respecto a sus aśıntotas.

Una hipérbola es equilátera si a = b.

Parábola Una parábola es el conjunto de puntos P (x, y), tales que

equidistan de un punto fijo F (foco) y de una recta (direc-
triz). El punto medio entre el foco y la directriz se llama

vértice V = (u, v).
La recta que pasa por el foco y el vértice se denomina eje
de la parábola. La parábola es simétrica respecto a su eje.

Ecuación general con vértice V = (u, v) y directriz

y = v − p:
(x − u)2 = 4p(y − v).

directriz

eje

F (p

2
, 0)

V

P

Parábola
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Ejemplo 25. Clasificar la siguiente cónica

2x2 + 2y2 − 4x + 8y − 10 = 0.

Desarrollando (x − x0)
2 + (y − y0)

2 = r2 resulta

x2 + y2 − 2xx0 − 2yy0 + x2
0 + y2

0 − r2 = 0.

Por otro lado la ecuación dada es equivalente a

x2 + y2 − 2x + 4y − 5 = 0.

Igualando ambas expresiones resulta x0 = 1, y0 = −2 y r =√
10. Luego la cónica dada es una circunferencia de centro

(1,−2) y radio
√

10.

Ejemplo 26. Calcular los focos de la elipse

x2

9
+

y2

4
= 1.

El centro de la elipse es (0, 0). Los focos F y F ′ están en el eje
de abscisas por tanto son de la forma F = (c, 0) y F ′(−c, 0).

Como a = 3 y b = 2 teniendo en cuenta que a2 = b2 + c2 se
obtiene:

c = ±
√

5

y los focos son (−
√

5, 0) y (
√

5, 0).
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Ejemplo 27. Calcular el eje y el vértice de la parábola y =
2x2 − 4, o equivalentemente

1

2
y = x2 − 2.

Desarrollando la expresión de la parábola (x−u)2 = 4p(y−v)

siendo (u, v) el vértice y y = v − p la directriz resulta:

x2 + u2 − 2xu + 4pv = 4py.

Igualando, se obtiene

u = 0, 4p =
1

2
, u2 + 4pv = −2,

es decir, u = 0, v = −4 y p = 1
8. Por tanto el vértice es (0,−4),

la directriz es y = −4 − 1
8 y el eje de simetŕıa es x = 0.

Ejemplo 28. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro

el punto (1, 0) y que pasa por el punto (4, 4).
Como el centro es (1, 0) la circunferencia pedida es de la forma

(x − 1)2 + y2 = r2.

Para calcular el radio r se impone que pase por el punto (4, 4),

es decir, (4− 1)2 + 42 = r2. Entonces r = 5 y la circunferencia
pedida es:

(x − 1)2 + y2 = 25.
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Ejemplo 29. Calcular los focos de la hipérbola

x2

9
− y2

4
= 1.

Los focos F y F ′ están en el eje de ordenadas por tanto son

de la forma F (c, 0) y F ′(−c, 0). Como a = 3 y b = 2 teniendo
en cuenta la relación c2 = a2 + b2 se deduce que

c = ±
√

9 + 4 = ±
√

13

y los focos son: F (
√

13, 0) y F ′(−
√

13, 0).

Ejercicios Propuestos

Ejercicio 24. Escribir la ecuación de la circunferencia de centro

(−1, 5) y radio 3.

Ejercicio 25. Calcular el centro de la circunferencia que pasa
por los puntos (0, 0), (1, 2) y (6, 3).

Ejercicio 26. Calcular el eje de simetŕıa y el vértice de la

parábola −y2 − 4y − 2 = x.

Ejercicio 27. Clasificar la cónica (x − y)(x + y) = 1.

Soluciones

Solución 24. La circunferencia es (x + 1)2 + (y − 5)2 = 9.

Solución 25. El centro es (25
6 , −5

6 ).

Solución 26. El eje es y = −2 y el vértice (2,−2).

Solución 27. Se trata de una hipérbola equilátera.
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4. Prueba de autoevaluación

Haga el test siguiente de Verdadero o Falso para saber el nivel

de conocimientos que tiene en este bloque.
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